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RECHERCHE OPERATIONNELLE

INTRODUCTION

La recherche opérationrelle est une discipline dort le but est de fournir des méthodes pour
réponde a un type précis de probléme, ¢’ est-a-dire a daborer une démarche universelle pour
un type de probleme qui abouit alaoules lutions les plus efficaces. La particularité de la
recherche opérationrelle est que les méthodes proposées ont des démarches rationnelles
basées aur des concepts et outil s mathémati ques et/ou statistiques.

Généralement, ces méthodes nt employées sur des problémes tels que leur utili sation
"manuelle” devient impossble. C'est pourqua, du fait queles nt rationrelles, les
démarches proposées par la recherche opérationrelle peuvent étre traduites en programmes
informatiques.

Cette traduction dune démarche en un programme informatique n’'est pas sns difficulté.
Tout d abord, le temps d’ exécution du pogramme résultant et/ou la place occupée dans la
mémoire de |’ ordinateur peuvent ne pas étre acceptables. Ainsi, une méthode en recherche
opérationrell e sera jugée sur ces critéres de temps et de place Plus une méthode sera rapide
et peu goumande ex mémoire, plus ell e sera mnsidérée bonre.

Les ordinateurs ont une structure particuliere qui fait que toutes les propriétés des
mathématiques traditionnelles ne sont pas toujours respectées. Aingi, une démarche prouveée
fonctionner admirablement en théorie peut s'avérer ére complétement inexploitable en
pratique. Notamment, les nombres réels dans un ardinateur ne peuvent pas étre représentés
de maniere eacte, ils sont arronds. On vait donc facilement qu une répétition excessive
d’ arrondis dans un calcul peut entrainer des erreurs importantes dans les résultats finaux. Les
méthodes employées en recherche opérationrelle doivent prendre en compte ce genre de
probléme.

PLAN DU COURS

Dans ce murs, nots verrons diff érents outils de recherche opérationrelle sans apparter de
justifications mathématiques tres détaillées et rigoureuses. Aprés quelques exemples qui
permettront de mieux cerner le domaine de la recherche opérationrelle, nous introduirons un
outil &lafois graphique et théorique: les graphes. Afin de mieux appréhender la complexité
d’'un probléme ou la rapidité d’un algorithme, nows nous intéresserons a la théorie de la
complexité. Enfin, nots verrons un autre outil important de la recherche opérationrell e qui
est laprogrammation linéaire. L’ avantage de et outil est d’ apparter une solution générique
a la résolution de nombreux problemes. De plus, cet outil est disporible sous différentes
formes pour une utilisation informatique. Voici le plan ducours.

e Présentation

e Lesgraphes
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e Lesarbres

e Représentation des graphes

o Efficacité desalgorithmes, complexité des problemes
e Redherchedu pluscourt chemin

e Ordonnancement, recherche du pluslong chemin

e Redierchedu flot maximum

e Programmation linéaire

EXEMPLES

e Cheminlepluscourt/lepluslong

Soit unensemble de villes et des chemins diredsreliant ces vill esentre dles. Le
probleme dit "du dus court chemin" consiste atrouver pour une vill e de départ donrée
et uneville d’' arrivée donrée le dhemin le plus court qui relie ces deux villes. Le
probléme peut également étre de trouver un chemin le plus court pour chague coupe
devilles. Pour certains problémes, trouver e plus longchemin entre deux pants peut
étre intéressant.

e Ordonnancement / planification

Considéronslagestion dun gand projet. 1l est constitué de diff érentes étapes a
réaliser. Il est logique de penser que certaines taches doivent étre dfectuées avant

d’ autres alors que certaines peuvent trés bien étre dfectuées en méme temps. Ainsi, on
établit une certaine relation dordre entre les étapes. Un premier probléme consiste a
trouver une planification des taches qui aboutisse alaréalisation duprojet en un
minimum de temps. Ensuite, il peut étre intéressant de détecter les étapes dites
"critiques’ dort le moindre retard peut aff ecter toute la suite du [rojet.

e Flot maximum
Soit des chéteaux d eau ayant un débit constant. I1s desservent un certain nambre de
villes, chaaune ayant des besoins quantifiés constants. L’ eau est acheminée atravers
des conduts dort le débit maximum est connu.Le probléme est de trouver un moyen
de satisfaire a1 mieux les demandes de chaque ville. En d autres termes, essayer
d’ appater le plusd eau posshle verslesvilles.

e Flot de colt minimum
Il s'agit d’un probleme semblable & cdui du flot maximum mais on suppase en plus
gu un codt fonction du abit est associé al’ utili sation d un conduit. Le probleme
devient alors de satisfaire les villes mais de la maniere la moins onéreuse.

e Sacados

Un randonneur prépare son sacadaos pour partir en excursion. Bien entendu, il veut
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éviter d’ avoir un sac trop lourd et décide de se limiter dans le choix des objetsqu'il
emporte afin de ne pas dépasser un certain pads. Cependant, il veut emporter le
maximum de choses util es. Pour cela, il aff ecte une valeur quantitative a chaque objet
en plus de son pads (plus lavaleur est importante, plus le randonreur jugel'ob jet
important). Le probléme peut donc se formuler de la maniére suivante: trouver

I’ ensemble des objets dornt la somme des utilit és est maximum tout en ne dépassant pas
un padsfixé.

o Affectation

Des modifications de postes ort eff ectuées dans une entreprise. Plusieurs personnes
doivent étre dfectées a de nouveaux pastes. Ainsi, chacun classe par ordre de
préférence les postes qu'il veut occuper. Le problémeici est d’ attribuer a chaque
personne un paste tout en essayant de satisfaire au mieux le souhait de chaaun.

e Voyageur de commerce

Un voyageur de commerce doit démarcher dans un certain nambre de villes. Il conreit
bien entendula distance qui sépare les villes entre elles. Cependant, |e voyageur de
commerce veut perdre le moins de temps possble dans s déplacements. Le probléme
est dornc de trouver un chemin qu passe par toutes les vill es une et une seule fois et qui
soit le court possble.

Dans tous ces exemples, il existe une méthode simple pou résoudre le probléme. En effet, il
suffit d’énumérer toutes les posshilit és et d’en dégager la ou les melll eures. Cependant, or
S apercoit que plus le probléme est compliqué en terme d ééments mis en jeu, dus le
nombre de posshilités croit de maniére non s linéaire (propationnelle) mais plutdt
exporentielle. Par exemple, le probléme d affectation présenté précédemment avec 10C
personres a 100 (100 x 99x 98 x ... x 1) solutions. Le simple fait de rajouter une personre
dans le probléme vamultiplier par 101le nombre de solutions.

Généralement en recherche opérationrelle, on a souvent a traiter des problémes dort le
nombre de solutions devient rapidement difficile a imaginer. Bien que les exemples vus ici
soient petits, il faut bien comprendre gu’ en rédité, on sera confronté ades problemes de
taill e beaucoup pusimportante. Ce qui explique que I’ on cherche des méthodes toujours plus
efficaces pou résoudre les problémes.

Copyright (c) 1999-2001 - Bruno Bacdhelet - bachelet@ifrance.com - http://bruno.bacdel et.net
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1. LES GRAPHES

DEFINITIONS ET THEOREMES

Graphe

Un gaphe et un ensemble de noeuds qui sont reliés entre aix par des arcs.
Mathématiquement, un gaphe est représenté par un cougde de deux ensembles G = (X;U) ou
X est I’ensemble des noeuds et U |’ ensemble des arcs.

Arc

Un arc relie deux nceuds entre aux, il sera dorc représenté par un coupe (x;y) ou x et 'y sont
des noeuds. Un arc peut étre orienté, ¢’ est-a-dire que I’ ordre de x et dey est important dans le
coupe (X;y). Un arc peut ne pas étre orienté et dans ce as, I’ordre de x et dey dansle muple
(x;y) n'a aicune importante, dorc (x;y) =(y;X). Les arcs ont représentés de la maniére
suivante.

e Arcorienté
e Arcnonorienté @ @

Remar que

Un arc non aienté peut toujours étre transformé en ure situation ai I’on ra que des arcs
orientés.

D) —

C’est pourqua, dans la suite du cours, on Uiliserale plus ouvent des graphes orientés, ¢’ est-
a-dire des graphes dont les arcs nt tous orientés.

Boucle

On appelle bowcle un arc dort |'extrémité initiale est égale a son extrémité finade. Par
exemple, (x;X) est une boucle.

Adjacence
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Pour un arc u = (x;y) on dt que:
e X estadjacent ay,
o yest adjacent ax,
e X ety sont adjacentsau,

e Uestadjacent ax ety.

Degré

Le demi-degré extérieur d'un nceud est le nombre d’ arcs adjacents qui en partent.
Onlenaed(x) et d'(x) =|{uz U | u=(x;y) ouye X}|.

Le demi-degré intérieur d’un nceud est le nombre d arcs adjacents qui y arrivent.
Onlenaed(x) et d(X) =|{ue U |u=(y;x) ouy = X}|.

Ledegré d un nceud est le nombre d’ arcs qui lui sont adjacents.

On le nate d(x) et d(x) = d*(x) + d(x).

Exemple

Dans le graphe suivant, d*(x) = 3, d'(x) = 2, d(x) = 5.

N

Graphe régulier

Un graphe est dit régulier si les degrés de tous s ommets sont égaux.

Graphe momplet

Un graphe est dit complet si tous les noeuds ont adjacents deux a deux.
Autrement dit, (X;y) € U = (y;x) = U.
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Exemple

Graphe noncomplet:

Graphe complet:

Chaine

Une chaine de x ay est une séquence d arcs ¢ =((x;e),(z;€),(z;a)...(s;t),(u;t),(u;y)) ou deux
arcs qui se suivent sont adjacents et ou x dat étre une extrémité du premier arc et y ure
extrémité du dernier.

Chemin

Un chemin de x ay est une chaine dans laquell e les arcs ont orientés et tels que:
o X est!'extrémitéinitiale du premier arc,
e yest|'extrémitéterminale du dernier arc,
o I'extrémitéterminale d' unarc est I extrémité initiale de I’arc qui le suit dansla

sequence.

Exemple
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« ch1=((A;C),(C;E)) est unchemin de A AE.

o ch2=((A;C),(C;P),(FA),(A;C),(CE)) est unchemin de A AE.

o ch3=((A;C),(C;P).(F;D),(D;C),(C;E)) est unchemin de A AE.

« ch4=((A;B),(B;D),(D;E)) est une chaine de A AE.

o ch5=((A;B),(B;D),(D;C),(C:A),(A;B),(B;D),(D;E)) est une chaine de A AE.

e ch6=((A;B),(B;D),(D;C),(C;F),(F;D),(D;E)) est une cthainede A aE.

Chemin, chaine simples

Un chemin simple est un chemin gqu ne contient pas plusieurs fois le méme arc. Dans
I’ exemple précédent, chl et ch3 sont des chemins smples mais pas ch2.

Une caine simple est une dhaine qui ne contient pas plusieurs fois le méme arc. Dans
I’ exempl e précédent, ch4 et ch6 sont des chaines smples mais pas chb.

Chemin, chaine é émentaires

Un chemin élémentaire est un chemin qui ne pass pas plus d’'une fois par un neeud. Dans
I’ exempl e précédent, chl est un chemin éémentaire mais pas ch2, ni ch3.

Une chaine élémentaire est une chaine qui ne passe pas plus d’ une fois par un naeud. Dans
I’ exempl e précédent, ch4 est un chemin éémentaire mais pas ch5, ni ché.

Connexité, forte mnnexité

On définit la conrexité par une relation entre deux noeuds de la maniére suivante.

X ety ont une relation de conrexité <= il existe une chaine entre x et y ou ken
X =Y.

4 de 10
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On définit laforte connexité par une relation entre deux noeuds de la maniere suivante.

x ety ont unerelation e forte connexité <= (il existe unchemin dex ay et un
chemin dey ax) ou benx =y.

Graphe connexe, fortement connexe

Un graphe est dit connexe si tous s noeuds ont deux a deux larelation de onnexité.

Un gaphe est dit fortement conrexe si tous s noeuds ont deux a deux la relation e forte
conrexité.

Exemple

Graphe nonconrexe:

(——(
(e

Graphes connexes mais nonfortement conrexes:

Graphe fortement conrexe:

Composante @mnnexe, fortement connexe
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On appelle composante mnrexe un ensemble de noeuds qui ont deux a deux la relation e
conrexité. De plus, tout noeud en dehors de la composante n’a pas de relation e onrexité
avec aucun des é éments de la compaosante.

De méme, on appelle cmposante fortement connexe un ensemble de noeuds qui ont deux a
deux larelation ce forte annexité. De plus, tout noeud en dehors de la composante n’a pas
derelation de forte conrexité avec aucun des éléments de la composante.

Dans |I’exemple précédent du gaphe non conrexe, {A,B,C} est une compaosante fortement
conrexe du gaphe d@ {D,E} est une cmmposante conrexe.

Graphe réduit

On appell e graphe réduit du gaphe G le graphe G' pou lequel chaque noeud est asocié ¢
une composante fortement conrexe de G. De plus, unarc relie un nceud X' a un nceud y’
dans le graphe G’ s il existe unarc qui relie x ay dans G ou x appartient a la compaosante
fortement connexe de G asociée a x' et ou y appartient a la composante fortement conrnexe
de G asxciéeay'.

” e
O

Ce graphe G n'est pas fortement connexe, car on re peut pas trouver de chemin de A aD par
exemple. Par contre, on identifie deux composantes fortement connexes A’ ={A,B,C} et
B’ ={D,E}. Legrapheréduit du gaphe G’ est:

TN .
Q/Hl—l/?\“
.

Circuit, cycle

Un circuit contenant un nceud x est un chemin de x a x. Un circuit est une séquence
circulaire d’ arcs et dornc, contrairement au chemin, uncircuit n’ani début, ni fin.

De méme, un cycle mntenant un naeud x est une dhaine de x ax. Un cycle est également une
sequence circulaire d’ arcs.

Un circuit (ou ure dcane) est émentaire si le chemin (ou la daine) aswciée) est
élémentaire.
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Sous-graphe, graphe partiel, sous-graphe partiel

Soit un gaphe G = (X;U), X inclu dans X et U’ inclu dansU et U” ={(x;y) e U | xe X" et
ye X'},

Legraphe (X";U") est appelé "sous-graphe" de G.

Legraphe (X;U’) est appelé "graphe partiel" de G.

Legraphe (X";U" m U") est appel é "sous-graphe partiel" de G.
En d autres termes:

Un sous-graphe de G, c’est G privé de quelques noeuds et des arcs adjacents a ces noeuds.
Un graphe partiel de G, ¢’est G privé de quelques arcs.
Un sous-graphe partiel de G, ¢’ est un gaphe partiel d’un sous-graphe de G.

Exemple

Un gaphe G:

Un sous-graphe de G:

Un graphe partiel de G:
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Un sous-graphe partiel de G:

COMPOSANTES FORTEMENT CONNEXES

Lors de la conception dun réseau de communication ndamment, il peut étre intéressant de
savoir s la configuration choisie permet une communicaion de n'importe quel point 3
n'importe quel autre. Un moyen de le vérifier est de représenter le réseau sous laforme d’ un
graphe d de vérifier gu'il est fortement connexe. Pour cela, I’ algorithme suivant est propcsé.
[l détermine la cmposante fortement conrexe d'un gaphe contenant un pant donrg.
Ensuite, pou le probléme énorcé, il suffit de choisir un pant au hasard, dexécuter
I’ algorithme @ de vérifier que la compaosante fortement connexe trouvée est bien le graphe en
entier. Un agorithme permettant de trouver toutes les compaosantes fortement conrexes est
€galement propcsé.

Redherche d’ une composante fortement connexe

Cet algorithme recherche la composante fortement connexe d’'un gaphe G contenant un
sommet a. L’idée de cet algorithme est de parcourir le graphe a partir du pant a dans le sens
dired (i.e. en suivant les fléches des arcs) et de aéer un ensemble des noeuds parcourus. La
méme dhose est effectuée dans le sens indirect (i.e. en suivant les fleches des arcs en sens
inverse) et de créer un ceuxieme ensemble des noeuds parcourus. Le premier ensemble
regroupe les noeuds accessbles a partir de a et le deuxieme ensemble regroupe les noeuds
qui peuvent atteindre a. L’ intersedion de ces deux ensembles donre les noeuds qui a la fois
peuvent atteindre a et sont accessibles a partir de a. Cette intersection est dornc la composante
fortement conrexe qui contient a.

Algorithme

8de 10
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Titre: CompaosanteFortementConnexe

Entrées: G = (X;U) un gaphe, a unsommet.

Sortie: X’ un sous-ensemble de sommets.

Variables intermédiaires: X1 et X2 deux sous-ensemble de sommets, examing() une fonction,
X un nceud.

Début
X1 <« {a};
pour tout x = X faire examin é(x) < faux;
tant que 4 x £ X1|nonexamin é( x) faire
examin é(x) < vrai;
pour tout u = (x;y) = Uly & Xlfaire X1 «— X1 {y}
fin tant que;
X2 + {a};
pour tout x = X1 faire examin e(x) <« faux;
tant que 4 x & X2 | non examin é( x) faire
examin é(x) < vrai;
pour tout u = (y;X) = Uly & X2faire X2 — X2 2 {y}
fin tant que;

X X1 X2
Fin

Redherche de toutes |es composantes fortement connexes

Pour trouver toutes les composantes fortement conrnexes d’'un gaphe, il suffit de doisir au
hasard un neud et de déterminer, grace a I’ algorithme précédent, la composante fortement
conrexe qui le cntient. On oltient alors une premiere mmposante fortement conrexe X 1.
Ensuite, parmi les noeuds qui ne font pas partie de X1, on en prend unau hasard pou
déterminer la composante fortement connexe qui le mntient. On oktient X2. On recommence
ainsi jusqu aceque tous les noeuds appartiennent a une cmpaosante fortement connexe.

Algorithme

Titre: ComposantesFortementConrexes
Entrées: G = (X;U) un gaphe.
Sortie: C = {C,,...C;} unensemble de composantes conrexes.

Variables intermédiaires; X’ un sous-ensemble de sommets, i unentier, x un naud.

Début
X & X;
i 1;

tantque X ' # & faire
choisir x dans X

C <+ ComposanteFortementConnexe(G,x);

X « X - GC;
i 4= i+1;
fin tant que;

Fin
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2. LESARBRES

DEFINITIONS ET THEOREMES

Nombre d'arcs dans un graphe

Soit n le nombre de noeuds d’ un gaphe G = (X;U), n = |X].
Soit mle nombre d’arcsde G, m = |U|.

S Gestconmexe, m=n- 1.
S Gestsanscycle m=n- 1.

Arbre

Un arbre et un gaphe mnrexe sans cycle. Il a donc n-1 arcs. On peut dorc dire qu'un
arbre est un g-aphe qui connede tous les noeuds entre eux avecun minimum d’ arcs.

Remar ques

e L’gout dumoindre ac suppémentaire dans un arbre crée uncycle.

o Un graphe amnnexe possde un gaphe partiel qui est unarbre.

Exemple

Un graphe mnrexe:

O ©
O OO

Un arbre extrait du g-aphe précédent:
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®
)

Forét

On appelle forét un gaphe dont chaque compasante connexe est un arbre.

Radne, antiracine

Un nceud a d'un gaphe G est une racine de G s'il existe un chemin joignant a a chaque
noeud du gaphe G.

Un nceud a dun gaphe G est une antiracine de G s'il existe un chemin joignant chague
noeud du gaphe G aa.

Exemple

A est une racine du gaphe.
| est une atiracine du gaphe.

Arborescence, anti-arborescence

Un graphe G est une aborescencederadneas G est unarbre @ s aest uneracine.

Un gaphe G est une anti-arborescence d’'antiracine a s G est un arbre @ s a est une
antiracine.

ARBRE DE COUT MINIMUM / MAXIMUM
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Imaginors que I’on associe une valeur, un pads, a chaque ac d'un gaphe G. Le probleme
de |’arbre de alt maximum consiste a trouver un arbre, graphe partiel de G, dort la somme
des poids des arcs est maximum. En pratique, les problémes s rameéne plutét a trouver
I’ arbre de colt minimum, ce qui ne change pas fondamental ement le principe des algorithmes
propesesici.

Par exemple, minimiser le co(t d’install ation e lignes é ectriques entre des maisons peut étre
modeélisé par larecherche d' un arbre de colt minimum. En effet, onveut conneder toutes les
maisons entres elles sans avoir de lignes inutiles (d'ou la recherche d’un arbre). Ensuite, or
veut utiliser le moins de cdble possble, auss on asociera a chague posshilité de cnnexion
la longeur de cble nécessaire @ on cherchera & minimiser la longueur totale de cble
utili sée.

Dans ce cours, deux algorithmes nt proposes. L’efficadté de chacun deux dépend du
choix de représentation du gaphe et de la structure méme du gaphe.

ALGORITHME DE KRUSKAL

Le principe de I’algorithme de Kruska pou trouver un arbre de poids minimum dans un
graphe G est tout d’abord de trier les arcs par ordre aoissant de leur poids. Ensuite, dans cet
ordre, les arcs sont gjoutés un par un dans un gaphe G' pour construire progressivement
I’arbre. Un arc est gjouté seulement si son gjout dans G’ n’introdut pas de cycle, autrement
dit, st G’ reste unarbre. Sinon, on ps< al’arc suivant dans |’ ordre du tri.

Algorithme

Titre: Kruskal

Entrées: G = (X;U) un gaphe.
Sortie: U’ unensemble d’ arcs.
Variablesintermédiaires: i unentier.

Début
trier les arcs de G dans | ' ordre croissant des poids;
[On les notera u LU 5., ml
U «
pouri < 1 & m faire
si le graphe (X;U " {u; }) ne contient pas de cycle alors
U « U U {u}k
fin si;
fin tant que;
Fin
Justification

Suppasons que I’ agorithme est eff ectué quelques itérations. Considérons maintenant |’ gjout
de I’arc u=(x;y) dans I’arbre. On suppase que cet gout n’introdut pas de cycle dans G'.
Est-on certain que u permet la construction ce I'arbre de @0t minimum ? En fait, x et y
doivent étre conrectés d’une maniére ou dune aitre. Donc si ce n'est pas u qui les relie, ce
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sera une autre chaine C = (x,s,t,u,y) de x ay comme le montre lafigure ci-dessous. Comme u
n’introdut pas de cycle, cette autre chaine n’est pas encore construite, elle le sera plus tard.
Cela signifie que tous les arcs de cdte chaine ont un co(t supérieur ou égal a cdui de u.
Donc, lefait de chaisir la chaine C pou conrecter x ay est plus onéreuse que de mnrecter x
ay par u. En effet, supprimons n’importe quel arc de la chaine C et remplagons le par u. On
ohtiendra toujours un arbre mais de codt plus faible. Cela justifie le choix de u et dorc la
démarche globale de I’ algorithme de Kruskal.

ALGORITHME DE PRIM

Le principe deI’agorithme de Prim pou trouver un arbre de poids minimum dans un graphe
G est de fusionrer, deux par deux les noeuds de G pou obtenir finalement un arbre. Par
fusionrer, on entend remplacer deux nceuds par un seul. Tous les arcs adjacents al’'un au
I” autre des anciens noeuds deviennent adjacents au nouwveau noeud. Le choix des noeuds que
I’onfusionre est fait en choisissant au hasard unnoeud et en cherchant un arc adjacent (autre
gu une bouwcle) qui ale codt le plusfaible. Ce qui fournit le deuxiéme noeud ce lafusion.

Algorithme

Titre: Prim

Entrées: G = (X;U) un gaphe.

Sortie: U’ unensemble d’ arcs.

Variables intermédiaires: x un neud, u unarc.

Début
U «
tant que |U "|< n - 1faire
choisir x = X
choisir u = U|u=(xy)ouu=(y;x) avecy # X
etco 0Ot(u) = min{co at(v) | v = Uavecv=(xy)ouv=(y;X), X # vy}
U « U v {u}
fusionner x et y; [x et y deviennent u n seul noeud.]
fin tant que;
Fin

Justification
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Tout d' abord, si on chaisit un arc u=(x;y) ou x et y sont des noeuds qui ne sont pas le
résultat d’une fusion, on peut dire que le graphe résultant ({x,y} ;{u}) est un arbre de poids
minimum.

Maintenant, si onchoisit unarc u=(x";y’) oux’ ety’ sont des noeuds qui sont le résultat de
fusions, la figure ci-desous peut représenter la situation. En fait, X’ et y’' représentent des
arbres de poids minimum (hypahése de récurrence). Si U est I'arc entre X’ et y’' de poids
minimum, le graphe ({a,b,c,def};{(ac),(b;c),(d;f),(ef),u}) seraun arbre de poids minimum.
Donc ala derniere étape de I’ algorithme, on oltiendra bien unarbre de poids minimum qui
est un gaphe partiel de G.
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3. REPRESENTATION DES GRAPHES

MATRICE D'INCIDENCE NOEUD-ARC

Un graphe peut étre représenté par une matrice n x m (n=|X| & m = |U]), dite d'incidence,
pouvant contenir uniguement lesvaleurs 0, 1, -1. Chaque ligne de la matrice est associée aun
noeud et chague @lonre a un arc. Ainsi, ure cae indique la relation qU'il existe entre un
noeud et un arc.

o Oggnifiequelenoeudet I'arc ne sont pas adjacents,

o ldgnifiequelenceudest I'extrémitéinitiale del’ arc,

o -1sgnifiequelenoeudest I'extrémité terminale de I’ arc.

Exemple

lallbfclldfelf[g]h
1|11 ]ofojofojo]oO
(210 ]-1]1]0[0]0 |0
(3/0/-1/1]0|-1/0|-1]0
(40 j0f0f-1]1]1]0 |-
(5 lofojofojof-1]1]1
Remar ques

o Seulement 2m cases de la matrice sont non ndles sir mn cases.
o Cette représentation accupe beaucoup e place en mémoire.

o Deplus, son uilisation apporte rarement de bors résultats au niveau des algorithmes.
Notamment, pou parcourir le graphe, son emploi est difficile.

o Par contre, pou quelques problémes comme le flot de a0t minimum, cette matrice a
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une significaion drecte importante et peut dorc s avérer utile.

MATRICE D' ADJACENCE NOEUENOEUD

Un graphe peut étre représenté par une matrice n x n (n = [X|), dite d’ adjacence, pouvant
contenir uniqguement les valeurs 0, 1. Chague ligne @ chaque colonne de la matrice
représente un nceud. Ainsi, ure case indique larelation quil existe entre deux nceuds.

o 0signifie que les deux nceuds ne sont pas reli és par un arc,

o 1dgnifie quelesdeux nceuds ot reliés par unarc orienté.

Exemple

Le graphe précédent sera représenté par la matrice suivante.

[1]2]3]4]s5
1o f1]1]0]o0
2 /0f0fo0j1]0
3 /0f1]0jo0 o0
(4]0 ]0j1]0 1
| 5/0joj1]1]0

Remar ques

Seulement m cases de la matrices ©nt non nules sur n? cases.

o Cette représentation est efficace au niveau de |’ espace mémoire utilisé lorsque le
graphe est suffisamment dense (i.e. lorsgu’il y a suffisamment d’ arcs).

Elle permet d’implémenter assez facil ement les algorithmes.

o Deux arcs ayant les mémes extrémités ne peuvent pas étre représentes avec cette
matrice

LISTES

Un gaphe peut étre représenté par des listes. Nous proposons ici une posshilité mais de
nombreuses autres peuvent convenir. On définit tout d’abord ure liste des noeuds et a chague
noeud, onasocie ure liste de noeuds siccesseurs et une li ste de noeuds prédécesseurs.

Exemple
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Le graphe précédent sera représenté de la mani ére suivante.

x| o T ™2 T ™5 |x
|3 T2 1T 2] T™a|x
x|s® T2 |a® T2 1T |3 T™2|x
Nl s Tl 2Tl al T ™3| oT ™5 | x
x| 4T s T™a|T™3|x
A A T
Prédécesseurs MNeeuds Successeurs

Remar ques

o Cette représentation est nettement plus efficace au niveau de la mémoire occupée que
les deux représentations précédentes.

o Elleest trésbien adaptée au parcours du gaphe, auss bien en sens direct qu' en sens
indirect.

o Cette structure est souge. L' gout et lasuppresson d' arcs ou e noeuds ont plus éss
gqu' avec les repsentations matriciell es.
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4. EFFICACITE DES ALGORITHMES,
COMPLEXITE DES PROBLEMES

INTRODUCTION

Considérons le jeu déchecs. On sait quil existe une procédure finie qui permet de
déterminer la meilleure stratégie a partir d’ une situation donrée. Cependant, jusqu’ a présent,
on re conreit pas d’ autre méthode que I’ exploration ce tous les coups possibles. En résumé,
onsait qu’en untemps fini, on peut apporter la solution au probleme. Cependant, sur le plan
pratique on s apercoit immeédiatement que I’ énumération exhaustive prendrait trop de temps.
La premiéere nation qu apparait dorc est celle d agorithme efficace. Pour un probléme
donrg, on cherche a avoir un agorithme dit efficace ¢’ est-a-dire que le temps nécessaire a
son exécution re soit pas trop important. Ensuite, intervient la notion de probléme fadle ou
difficile. Un probleme sera dit fadle si on peut le résoudre facilement, autrement dit S'il ne
faut pas trop de temps pou trouver la solution. Aingi, s'il existe un algorithme efficace pou
un probléme donrg, aors ce dernier est dit facile. Mais comment caractériser les problémes
difficiles. Un probléme pour lequel on re anreit pas d’ agorithme dficace, est-il difficile ou
facile ? Ce n’est pas parce que I’ on re conreit pas d’ algorithme efficace qu'il n’est pas facile
et qu'un jour on re trouvera pas un moyen de le résoudre. A I'inverse, il peut exister des
problémes intrinsequement compliqués, pou lesquels on e poura jamas trouver
d’ agorithme efficace.

De nombreuses personnes < sont penchées sur ces problemes et ont développé une théorie
dite de la complexité. Nous ne verrons pasici en détail les fondements de cette théorie mais
tenterons plutdét d acquérir une vison dobale de cette problématique. Dans un premier
temps, on va voir comment I’ efficadté d' un algorithme est mesurée avant de définir plus
précisément ce qu' est un algorithme dficace. Ensuite, On discutera de la clasdficaion des
problémes slon leur difficulté aétre résolus.

COMPLEXITE D'UN ALGORITHME

On désigne par complexité d' un algorithme le nombre d’ opérations nécessares a cdui-Ci
pou S exécuter. Bien évidemment, ce nombre peut varier en fonction de e que I’on appelle
les donrées d’ entrées, C’ est-a-dire les paramétres que I’ on donre al’ agorithme. Par exemple,
un agorithme de tri d’é@éments dans un tableau ne s exécutera pas avec le méme nombre
d’ opérations sSil y a 10 éléments ou s'il y en a 100. Ainsi, on cherchera a estimer la
complexité d’un algorithme en fonction e lataill e des données entrées. Par exemple, dans le
cas du tableau, on exprimera la complexité en fonction ce la taille du tableau. Pour une
matrice ce serait en fonction ce sa largeur et de sa hauteur. De plus, la nature méme des
donrées pou une méme taille peut ne pas abouir au méme nombre d opérations a
I’exécution ce I’agorithme. En effet, si le tableau est dgatrié, |I’exécution ce I’ algorithme de
tri risque d’ étre tres rapide comparée au cas d'un tableau totalement en désordre. C’est pour
cdaquel’onestime le nombre d’ opérations dans e pire des cas.

En résumé, on mesure I'efficacité d’un algorithme par une expresson mathématique
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qui indique le nombre d'opérations indispensables a |’exécution de I’algorithme en
fonction delataille des données en entréestout en supposant le pire des cas.

Le critere de rapidité n'est pas touyjours celui qui nows intérese. On peut auss vouloir
estimer la place utili sée par un algorithme dans la mémoire de |’ ordinateur. Dans ce cas, or
parle de complexité spatiadle alors que jusqua présent on considérait la complexité
temporelle. La complexité spatiale peut se définir d’une maniere semblable a la mmplexité
temporelle. Dans la suite de ce cours, on sintéresera uniquement a la complexité
temporell e.

ALGORITHME EFFICACE

Une fois la complexité définie de maniere sucancte, on peut tenter de définir ce qu' est un
algorithme dficace. Un algorithme sera dit efficace si sa complexité est bornée par un
polynéme ayant |la taille des données comme variable. Par exemple, un agorithme qui a

en entrée un tableau de n ééments et qui a une complexité de n* est un algorithme dficace
On dt auss que I’adgorithme est paynomial. Cette définition est justifiée par le fait qu on
sintérese aux performances des algorithmes quand la taill e des donrées en entrée devient
tres importante. Par exemple, considérons les algorithmes A, B et C. Leur complexité sont
les suivantes.

. C,=80n
. C, =10,
° CC:n!.

Avec 4 édéments, il faut respectivement 320, 160 et 24 opérations aux algorithmes A, B et C
pou s exécuter. Le plus efficace pour 4 éléments est donc C. Considérons maintenant 2C

éléments, il faut respectivement 160Q 4000et 2.4 10G® opérations pour réaliser |’ exécution.
On s apercoit tout de suite que I’ algorithme C n’est plus utili sable. Par contre, A et B restent
applicables. Maintenant, avec 100 ééments, il faut respedivement 8000 et 10000(
opérations. Bien évidemment, I’algorithme A est le plus performant, mais I’algorithme B
reste gplicable. Cet exemple justifie la notion defficadté. Si le nombre d’opérations
"n'explose pas' avec une augmentation de la taille des données, I’algorithme est
considéreefficace

Certains pouraient demander ce gqu’ est précisement une opération. En général, on considere
comme étant une opération élémentaire une aff ectation, ure addition, untest... Mais cela est
discutable puisque selon le langage € le compil ateur, une opération sera exécutée plus ou
moins vite, une aldition s’ exécutera plus ou moins vite qu’ un test... Cependant, il faut bien
comprendre que I'on sintéresee ai comportement général de I'agorithme face a des
problémes de grande taille. Ainsi, cen’est pas utile de compter toutes les opérations dans le
détail, ni de considérer le langage de programmation. Dans notre exemple, les coefficients 8C
et 10 ne sont pas trés importants, des que lataille augmente, on s apercoit que C'est le terme
en n qu prime. Ced explique ladifficulté adéterminer la complexité d’ un agorithme. Il faut
étre trés précis dans ladémarche mais ne pas € soucier de la valeur exacte en terme de temps
d’ exécution de chaque opération.
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PROBLEME D' OPTIMISATION COMBINATOIRE,
DE RECONNAISSANCE

Probléme d’ optimisation combinatoire

Un probleme d optimisation combinatoire est un pobleme qui consiste a chercher une
meill eure solution parmi un ensemble de solutions réalisables.

Probléme de remnnaissance

Un probléme de reconraissance est un probléme qui consiste a apparter une réporse "ou" ou
"non' aune question.

A chague probléeme doptimisation combinatoire, on peut associer un pobleme de
reconnai ssance de la maniére suivante.

Soit un probleme d optimisation combinatoire:
Trouver s € S|f(S') = min{f(s) | se S}.

Soit aun nanbre, on cfinit le probléme de reconraissance asoci €
Existe-t-il s € S|f(s)=a?

Un probléme d optimisation combinatoire est au moins auss difficile que le probléme de
reconreissance asocié. De plus, on peut généralement prouver que le probleme de
reconreissance n'est pas plus facile que le probleme d optimisation combinatoire. En
d autres termes, cela signifie quun probléme d’ optimisation combinatoire est souvent du
méme niveau de difficulté que le probleme de reconreissance acié. Cela justifie que la
suite de ce chapitre ne concerne que les problémes de reconreissance

PROBLEME FACILE, DIFFICILE

Problemes décidables

Tout d'abord, on fait une distinction entre les problémes décidables et les problemes
indécidables. L es problémes indécidables sont ceux pour lesquels aucun algorithme, quel
qu’il soit, n"a été trouve pour lesrésoudre. Ainsi, les probléemes décidables ont ceux paur
lesquelsil existe au moins un algorithme pour les résoudre.

Laclase NP

Parmi les problemes décidables, les plus smples arésoudre sont regroupés dans la classe NP.
Un probleme appartient a la classe NP s quelqu’un ayant la solution au probleme peut
démontrer quec' est la solution en un temps polynomial Les autres problemes décidables
sont considérés comme trés difficiles. La dase NP est également décomposée en trois
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caégories qui permettent d'identifier les problemes les plus smples et les problémes les plus
compliqués de la dasse.

Laclase P

La clase P, qu regroupe les problemes les plus smples de la clase NP, cortient les
problemes pour lesquels on conreit au moins un algorithme polynomia pou les résoudre.
Pour le reste de la clasee NP, on n'est pas dir qu'il n’existe pas un algorithme polynomial
pou résoudre chaaun ke ses problémes. Ainsi, on sait que P est inclu dans NP mais on ria
pas pu pouver que Pn' est pas NP.

Réduction polynomiale

Soit deux problémes P1 et P2. On dit que P1 est réduit au probléme P2 si on peut résoudre P1
en utilisant un algorithme pou P2 comme sous-routine. Cette réduction est dite poynomiale
s I’algorithme pour P1 est palynomia en comptant |I'appel a la sous-routine de P2 comme
une opération élémentaire.

P2 est au moins auss difficile que P1. En effet, s P2 appartient ala classe P, P1 y appartient

ausg, car |’algorithme ci-deswus est paynomial. Si P2 n’est pas polynomial, rien n'empéche
Pl del’éres'il existe unalgorithme poynomial pour le résoudre.

La classe NP-Compl et

La dasse NP-Complet regroupe les problemes les plus difficiles de la dasse NP. Elle
contient les problemes de la class NP tels que n’importe quel probléme de la classe NP leur
est polynomialement réductible. Entre aux, les problémes de la classe NP-Complet sont auss
difficiles.

Laclasse NP-Difficile

La clase NP-Difficile regroupe les problemes (pas forcément dans la dasse NP) tels que
n'importe quel probléme delaclasse NP leur est poynomialement réductible.

Tableau récapitul atif
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Classe P
(plus court chemin, arbre de
poids min, flot maximum, flot
de codt manimum,...)

Classe NP
Classe NP-Difficile
Décidables
Classe NP-Complet
(Woyageur de commerce, Sac
ados, ..
Indécidables
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5. RECHERCHE
DU PLUS COURT CHEMIN

DEFINITIONS

Réseau

Un réseau est un gaphe G = (X;U) auquel on associe une fonction d: U —» IR qu a chaque
arc fait corresponde sa"longueur”. On nae R = (X;U;d) untel réseau.

L ongueur

La longweur d’'un chemin (d'une chaine, d'un circuit ou dun cycle) est la somme des
longleurs de dhaque ac qui le compose. Par convention, unchemin (une caine, un circuit
ou uncycle) qui ne contient pas d'arc est de longleur nulle.

Circuit absorbant

Un circuit est absorbant si salongleur est négative.

Exemple

Lalongueur ducircuit suivant est -1. C’est dorc un circuit absorbant.

PROBLEMES DE PLUS COURT CHEMIN

Diff érents problémes peuvent étre posés autour de la recherche de plus court chemin. Un
premier probleme A consiste a rechercher le plus court chemin entre deux points donres.
C'est-a-dire déterminer le chemin de plus petite longeur qui relie ces paints. En fait, pou
résoudre ce probléme, onrésout le probleme B. Ce dernier consiste a déterminer, a partir
d’un pant donné le plus court chemin pou aller atous les autres noeuds. Enfin, le probleme
C consiste a trouver, pou n'importe quelle paire de noeuds, le chemin le plus court entre
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eux. Le probléme A étant résolu par le probleme B, on sintéressra uniquement aux
problémes B et C.

Le probléme B peut étre résolu de nombreuses maniéres. Tout dépend des hypaheses émises
sur la structure du réseau. Lorsgue le réseau est sans circuit, on appliquera I’agorithme de
Bellman. Lorsque le réseau n'a que des longleurs positives ou ndles (mais éventuell ement
avec des circuits), on utili sera la méthode de Dijkstra. Enfin, dans un réseau sans hypahese
particuliere, on dispose d’'un agorithme général. On s'intéressera ici a I’agorithme de
Dijkstra.

Le probleme C peut étre résolu également de diff érentes manieres. On s'intéressra ici a
I’algorithme de Dantzig qu émet I"hypahése quil n'y a pas de drcuit absorbant dans le
graphe. Il faut noter que le stockage de la solution du probleme C peut prendre beaucoup de
place C'est pourqud on se limiteraici a cdculer les plus courtes distances et non [&s &
déterminer les plus courts chemins. Cependant, la démarche reste exactement la méme.

ALGORITHME DE DIJKSTRA

Cet algorithme détermine les plus courts chemins d’un point s a tous les autres points
d'un réseau R=(X;U;d). Il suppcse que les longueurs sur les arcs snt positives ou
nulles. L’idée de ce algorithme est de partager les noeuds en deux groupes. ceux dort on
conreit la distancela plus courte au point s (ensemble S) et ceux dant on ne @nreit pas cette
distance (ensemble S'). On part avec tous les noeuds dans S'. Tous les noeuds ont une
distance infinie (p(x) = +00) avec le paint s, excepté le point s lui-méme qui a une distance
nulle (p(s) = 0). A chague itération, onchaisit le noeud x qu ala plus petite distance au pdnt
s. Ce noeud est déplacé dans S. Ensuite, pou chaque successur y de X, onregarde s la
distance la plus courte connte jusqu’ a lors entre s et y ne peut pas étre anéliorée en passant
par X. Si ¢'est le cas, p(y) est modifiée. Ensuite, onrecommence avec un autre noeud.

Algorithme

Titre: Dijkstra

Entrées: R = (X;U;d) unréseau, s un sommet.

Sorties: p() une fonctionindiquant la plus courte distance qui sépare un pant de s, pred() ure
fonctionindiquant par quel arc onarrive aun pant s on emprunte le plus court chemin.
Variablesintermédiaires: Set S deux sous-ensembles de sommets, X et y deux nceuds, sortie
un bodéen.

Début
S «
S - X;

pour tout x = X faire
p(x) <« +oo;
pred(x) & nil;

fin pour;

p(s) < O;
sortie «— faux;

tantque S ' # I etnon sortie faire
choisir x = S tel que p(x) = min{p(y) | y = S}
sortie < (p(x) = +00);

2de4d



Informatique / Recherche operationrelle / Plus court chemin (French)

S «— S {x}
S « S - {x}

pour chaque arc u = (X;y) | y = S faire
si p(y) > p(x) + d(u) alors
p(y) <= p(x)+d(u);
pred(y) < u;
fin si;
fin pour;
fin tant que;

Fin

Justification

Pour qu'un nceud x ait une distance p(x) différente de +oo , il faut quil ait un de ses
prédécesseurs dans S. De plus, p(x) est la plus petite distance de s a x en empruntant
uniquement les noeuds de S. Suppcsons que p(x) soit la plus petite distance de tout
I’ensemble S'. Suppasons également que le plus court chemin pou aller de s a x pass par t
et y (cf. figure). Celasignifie que y est le prédécesseur de x. Il faudra dornc que p(y) = p(x).
Cependant, si le chemin le plus court pour aller de sax passe par t et y alors le chemin le
plus court pour aller de say pas< par t. Ce qui signifie que y conreit sa plus courte distance
a s. Maheureusement, elle est supérieure a p(x) ce qui contredit I’hypahése que p(x) est la
plus courte distancede S'.

ALGORITHME DE DANTZIG

Cet algorithme détermine |la plus courte distance entre tous les couples de sommets d’un
réseau R = (X;U;d). On suppcse que le réseau ne contient pas de drcuit absorbant. On
commence par numéroter les noeuds d une maniere quelconqte. Ensuite, une matrice D de
taille n x nest construite indiquant pou chague noeud la plus courte distance qui e sépare
d’un autre noeud. Chague ligne @ chague mlonre représentent donc un nceud. L’idée est de
considérer un sous-réseau pou lequel on détermine les plus courtes distances entre ses
noeuds. Ensuite, itérativement, on rajoute un neeud dans ce sous-réseau, on met les plus
courtes distances a jour et on recommence jusqu' a ce que le sous-réseau soit e réseau lui-
méme.

A I'itération Kk, le sous-réseau a k noeuds et ce sont ceux numérotés de 1 a k. A I'itération
k + 1, on goute le noeud k + 1 dans le sous-réseau. Les distances sont mises a jour de la
maniére suivante. Tout d’abord on détermine la plus courte distance etre le noeud k + 1 et
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n'importe quel autre noeud. Cela s’ exprime par:

D(k + 1)) «= min{d(x xi) +D(j,))} poui=1..k

k+1’

Celaveut dire quel’on considére que pour aler dek + 1 ai, on masse par un ces noeuds de 1
a k. On conserve la longueur du dus court chemin. De la méme maniére, on détermine la
plus courte distance entre n’importe quel noeud et le noeud k + 1.

D(i,k + 1) <= min{D(i,j) + d(xj,xk+l)} poui=1..k

Enfin, onmet ajour la plus courte distance de chaque noeud ce 1 ak vers chaque noeud ce 1
ak ca peut étre gue le plus court chemin entre deux de ces noeuds passent par k + 1.

D(i,j) < min{D(i,j) , D(i,k + 1) + D(k + 1)} pouri,j=1..k

Algorithme

Titre: Dantzig

Entrées. R = (X;U;d) unréseau.

Sorties: D une matrice contenant les plus courtes distances.
Variables intermédiaires: i, et k des entiers.

Début

pouri «= 1 a nfaire
pourj <+ 1 & nfaire
sii=jalors D(i,i) i— 0
sinon D(i,)) “— +00;
fin pour;

fin pour;

pourk < 1 & nfaire

pouri < 1 a k - 1faire

D(k,i) « min{d(x .x J-)+ D(,i) | (x KX J-) = U}
fin pour;
pouri < 1 & k - 1 faire

D(i,k) «— min{D(i,)) + d(x pX ) ) € Ul
fin pour;
pouri 4 1 a k - 1 faire

pourj < 1 a k - 1 faire
D@ij) <« min{D(ij) , D(i,k) + D(k,j)};
fin pour;
fin pour;
fin pour;
Fin
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6. ORDONNANCEMENT, RECHERCHE

DU PLUS LONG CHEMIN

PROBLEMES D' ORDONNANCEMENT

Les problémes d’ ordonrancement sont apparus au départ dans la planificaion de grands
projets. Le but était de gagner du temps sur leur réalisation. De tels projets sont constitués de
nombreuses étapes, également appelées taches. Des relations temporell es existent entre ces
derniéres. Par exemple:

Une éape doit commencer a une date précise;

Un certain nambre de taches doivent étre terminées pour pouvar en démarrer une
autre;

Deux taches ne peuvent étre réalisées en méme temps (ell es utilisent une méme
machine par exemple);

Chaque tache nécesste une certaine quantité de main d oeuvre. |l faut dorc éviter, a
chaque instant, de dépaser la capacité totale de main d oeuvre disporible.

Toutes ces contraintes ne sont pas smples a prendre en compte dans la résolution du
probléme. Ici, nows allons nows intéresser uniquement aux deux premiers types de contraintes.
On cherchera a déterminer une planification, un edonrancement des étapes qui minimise le
temps total de réalisation duprojet. A partir de cette planification, nows verrons que le temps
de certaines étapes peut éventuellement étre modifié sans entrainer un retard du pojet, alors
gue d autres, les téches dites "critiques’, retardent entiérement le projet au moindre retard

local.

METHODE PERT

Il existe deux grandes méthodes pou résoudre le probleme énomncé ci-deswus. Il y a la
méhode améicane CPM (Critical Path Method) avec sa variante PERT (Program
Evaluation and Review Technique) et la méthode francaise MPM (Méthode des Potentiels).
Nous nous intéresseronsici uniguement ala méthode PERT. En vaici les grandes étapes.

Représentation sous laforme d’ un gaphe

Imaginors qu un obleme nous it énoncé sous la forme suivante. Un projet est décompaose
en 7 étapes (a, b ... g). La durée de chaque éape aété estimée d certaines contraintes de
successon ort été dablies (cf. tableau ci-apres). Il s'agit maintenant de trouver la
planificaion, i.e. les dates de démarrage de chague étape, qu minimise le temps total de
réalisation duprojet, et d’indiquer dans ce s les étapes critiques.
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| Dur ée|Opérations antérieures
] a ] 1 ] aucune

b 1 | aucune

lcl 2 | b

| d | 3 | a

] e || 2 ] a

f 2 e

lgll 2 | de

La méthode PERT préconise de représenter le probleme sous la forme d’un gaphe. Les
noeuds vont représenter des événements et les arcs des durées sparant ces événements. Tous
d’ abord, on dfini deux sommets D et F qui représentent respectivement le début et la fin du
projet. Ensuite, chaque étape et décomposée en deux événements (i.e. deux nceuds),
représentant le début et lafin de |’ étape, et une durée (i.e. unarc).

a, 5
Etape a de durée 5: o . o

La successon e deux étapes consistera a gouter une éape fictive de durée nule pou
indiquer que I’ événement de fin de la premiére étape et |’ événement de début de la seconde
apparaisent au méme instant.

Dans ce cas précis, on peut fusionner lesnoeudsf_ et d pou simplifier e graphe.

Finalement, on oltiendra le graphe suivant.

Détermination des dates au plus tot

Ensuite, pou chaque événement on détermine la date a partir de laquell e il peut au plus tét se
produre. On considére la date de I’ événement D comme étant 0. Aingi, la date au plus t6t
d’ un événement, c’est le temps minimum qu'il faut pour que toutes les taches antérieures

2deb
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soient effectuées. Toutes les t&ches antérieures ont effectuées dgnifie quen suivant
n'importe quel chemin en partant de D, sa longleur (i.e. la durée totale des taches
parcourues) est inférieure a la date de I’ événement concerné. Autrement dit, onrecherche la
plus longle durée qui sépare I’événement de D. Cela revient a rechercher un dus long
chemin entre D et I’ événement (cf. algorithme de Bellman ci-apres). Dans notre exemple, or
obtient:

f 4 [

Finalement, on oliient pour chaque événement la date alaquell eil peut apparaitre au plus tét.
Ce qui fournit la planification des taches qui abouit ala plus petite durée possible du [rojet.
Maintenant, a partir de cette planification, ontente de déterminer les taches qui ne doivent
absolument pas étre retardées par rappat a la planification olienue sous peine de voir le
projet entiérement retardé.

Détermination des dates au plus tard

De la méme maniére, on \a tenter de déterminer la date alaquell e un événement doit au plus
tard arriver pour que le projet se termine dans les temps prévus. Pour cela, conrnaissant la date
de fin d une étape, on est capable de déterminer la date au plus tard a laquelle |’ étape doit
commencer, il s agit de la date de fin de |’ étape moins sa durée. Par exemple, I’ événement F
doit se produre ala date 6, cdasignifie que latéche f de durée 2 dait démarrer au plustard 3
ladate 4 = 6 - 2. De méme, quand unévénement est le point de départ de plusieurs étapes, or
prendra tout naturellement la date au plus tard la plus petite parmi les dates au plus tard de
chague éape. On s apercoit que cela revient a rechercher la durée la plus longue (i.e. le
chemin le plus long) qui sépare un événement de |’événement de fin F. Cette durée est
ensuite soustraite a la durée totale du projet pou fournir la date au plus tard de chaque
événement. Dans notre exemple, on ohiient:

1.2 4,4 0, &
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Analyse d identificdion des taches critiques

Une fois la date au plus tét et la date au plus tard de thaque événement trouvees, on peut
anayser la situation. La date au plus tot fournie la date planifiée pour chague événement.
Ensuite, ladate au plus tard indique de combien unévénement peut étre retardé sans retarder
le projet complet. Celaidentifie les étapes critiques. Il est a noter que sur le plus long chemin
entre D et F, toutes les étapes sont critiques. Ici, les étapes critiques ont a, d et g. Une étape
est critique si la date de début et |a date de fin est critique € si la différence entre ces dates
est égale aladurée delatéche. En d autres termes, une tache est critique si lesintervalles des
dates de début et de fin sont tels qu'ils ne permettent pas une augmentation ce la durée de la
tache.

ALGORITHME DE BELLMAN

Ladétermination des dates au plustot et des dates au plus tard est basée sur larecherche d’ un
plus long chemin. Comme e graphe considéré ne comporte pas de circuit, unagorithme
comme cdui de Bellman, dus smple que clui de Dijkstra, est trés bien adapté. 1l est a noter
gue laméthode de Bellman fonctionne auss bien pou un dus court chemin que pour un dus
long chemin, contrairement a cdl e de Dijkstra qui est valide uniquement pour les plus courts
chemins.

L’idée de I'dgorithme de Bellman pou la recherche de plus court chemin (ou de plus lonc
chemin) est tout a fait semblable a cdle de Dijkstra. La diff érence réside dans le dhoix du
noeud a chaque nouwell e itération. Dans I’ algorithme de Dijkstra, ¢’ est le noeud avecla plus
courte distance qui est choisi alors que dans celui de Bellman, onchaisit un nceud dor tous
les prédécesseurs ont déja été traités, d ou la nécessté de ne pas avoir de circuit. Donc, sans
plus de détail, voici I’agorithme de Bellman pou larecherche d un dus court chemin.

Algorithme

Titre: Bellman

Entrées: R = (X;U;d) unréseau, s un sommet.

Sorties: p() une fonctionindiquant la plus courte distance qui sépare un pant de s, pred() une
fonctionindiquant par quel arc onarrive aun pant si on emprunte le plus court chemin.
Variablesintermédiaires: Set S deux sous-ensembles de sommets, X et y deux nceuds, sortie
un bodéen.

Début
S « {s}
S « X - {s}

pour tout x = X faire
p(x) <« +oo;
pred(x) & nil;

fin pour;

p(s) <« O;
sortie «— faux;

tant que 4 x S | toussespr édécesseurs = S faire
S «— S {x}
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S «— S - {x}

pour chaque arc u = (y;X) | y = S faire
si p(x) > p(y) + d(u) alors
[Pour le plus long chemin, remplacer par p(x) < p(y) + d(u).]
p(x) <= p(y) +d(u);
pred(x) ¢ vy;
fin si;
fin pour;
fin tant que;
Fin

Copyright (c) 1999-2001 - Bruno Bachelet - bachelet@ifrance.com - http://bruno.bachel et.net

La permission est acordée de mpier, distribuer et/ou modifier cedocument sous les termes de lalicence GNU Free Documentation License,
Version 1.1 au toute version ultérieure publiée par lafondation Free Software Foundation. Voir cette licence pour plus de détails
(http://www.gnu.org).



Informatique / Recherche operationnelle / Flot maximum (French)

/. RECHERCHE DU FLOT MAXIMUM

DEFINITIONS

Réseau de transport

Un réseau de transport est un gaphe sans bouwcle, ou chaque arc est associé aun nambre ¢
(u) = 0, appelé"capacité de I’arc u". En outre, untel réseau veérifie les hypaheses suivantes.

o |l existe unseul noeud s qu N’ a pas de prédécesseurs, tous les autres en ort au moins
un. Ce noeud est appelé I’ entrée du réseau, oula source.

o |l existe également un seul noeud p qui N’ a pas de successeurs, tous les autres en ort au
moins un. Ce noeud est appel € la sortie du réseau, oule puits.

Flot

Un flot f dans unréseau de transport est une fonction qu associe a chague ac u une quantité
f(u) qu représente la quantité de flot qui pas<e par cet arc, en provenance de la source et en
destination du puts.

Un flot doit respecter la regle suivante: la somme des quantités de flot sur les arcs entrants
dans un nceud (autre que s et p) doit étre égale ala somme des quantités de flot sur les arcs
sortants de ce méme noeud. En d autres termes, la quantité totale de flot qui entre dans un
noeud est égale ala quantité totale de flot qui en sort.

Flot compatible

Un flot f est compatible avec unréseau si pou tout arc u, 0 = f(u) = c(u). Autrement dit, pou
chague arc, leflot qui le traverse ne doit pas dépas<er |la cgpacité del’ arc.

Flot complet

Un flot f est complet s pou tout chemin alant de la source au puts, il y a a1 moins un arc
saturé, i.e. leflot qui le traverse est égal ala capacité del’arc.

PROBLEME DU FLOT MAXIMUM

Conraeissant les cgpacités des arcs d' un réseau de transport, le probléme du flot maximum
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consiste a trouver quelle est la quantité maximum de flot qui peut circuler de la source au
puits. L’ agorithme le plus connu pou résoudre ceprobléeme est celui de Ford et Fulkerson.
Nous verrons deux approches pou cette méthode. La premiére est basée sur la recherche
d’une chaine dans le réseau aors que la seconde construit un gaphe "d’ écart" dans lequel on
recherche un chemin.

ALGORITHME DE FORD-FULKERSON,
CHAINE AUGMENTANTE

On part d'un flot compatible. Le plus évident est le flot nul, i.e. pou tout arc u, f(u) = 0.
Ensuite, oncherche une dhaine reliant la source au putstelle que sonflot peut étre augmenté.
Si on rien trouve pas, le probléme et résolu. Sinon, onaugmente le flot sur cette chaine.
Ensuite, on recommence a chercher une chaine augmentante @ ains de suite. Une chaine
augmentante, i.e. ure chaine pou laguelle le flot peut étre augmenté est une chaine pou
laquell e les arcs dans le sens direct n’ont pas atteint leur limite maximum et les arcs en sens
indirect ont un flot non nud qui les traverse. L’ augmentation ce flot maximum pou une
chaine est le minimum des écarts entre le flot courant et le flot maximal pou les arcs direds
ouleflot courant pour les arcsindirects. Autrement dit, ure chaine C est augmentante Si:

e pou tout arc u dired, f(u) < c(u),

e pou tout arc uindirect, f(u) > 0.
Leflot sur cette chaine C peut étre augmenté de:

min({c(u) - f(u) | ue C et u sensdirect} « {f(u) | ue C et usensindred})

Exemple

Voici une chaine aigmentante de A a E faisant partie d’ un réseau de transport.

. of xy )L f{xy) .
.—>.—>( Ne—p)
o 52 o 9.7 311 N/ 50 @

Dans cette chaine, on peut augmenter le flot de:

e 3entreA et B,
o 2entreB et C,
e lentreCetD,
e SentreD e E.

On augmentera dorc de 1 le flot dans cette chaine. Ce qui signifie:
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augmenter de 1 leflot entre A et B,

augmenter de 1 leflot entre B et C,

diminuer de 1 leflot entreD et C,

augmenter de 1 leflot entre D et E.

30 @ 5.1 @

On remarque que pou les arcs en sens inverse, augmenter le flot signifie réduire le flot dans
le sens direct. Entre D et C, le flot est réduit de 1 pou permettre |’ arrivée d’ une unité de flot
sur C par B tout en conservant I’ équilibre du naeud. D ayant une unité de trop, son équilibre
N’ est pas respedé. C est pourqua une unité de flot supdémentaire circule entre D et E.

Algorithme principal

Titre: FordFulkersonl

Entrées: R = (X;U;c) unréseau, s et p deux sommets.

Sorties: f() unefonctionindiquant le flot circulant atravers chaque arc.
Variables intermédiaires: C unsous-ensemble d'arcs, u unarc, m et a deux réels.

Début
pour tout arc u = U faire f(u) “— 0
tant que 4 une cha 1 ne C augmentante entre s et p = R faire
m - +00;
pour tout u = C faire
si u en sens direct alors a «— c(u) - f(u)sinona «— f(u);
sia<malorsm “— Q;
fin pour;
pour tout u = C faire
si u en sens direct alors f(u) «— f(u) + m sinon f(u) «— flu) - m;
fin pour;
fin tant que;
Fin

Algorithme de recherche d' une chaine aigmentante

L’idée et laméme que pour larecherche d’ un chemin (cf. méthode avec le graphe d’ écart).
On parcours le réseau jusqu a visiter le noeud p. Cependant, on uilisera un arc pou se
déplacer:

o Sil estdirect et qu'il n’apas atteint son flot maximum,

e ousil estindirect et quil n"apasunflot nul.

Algorithme
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Titre: RechercherChaineAugmentante

Entrées: R = (X;U;c) unréseau, s et p deux sommets, f() le flot courant.

Sorties: pred() une fonctionindiquant par quel arc onarrive aun neceud donré apartir de s.
Variables intermédiaires. X’ un sous-ensemble de noeuds, aacessble() une fonction qu
indique si un nceud est accessible a partir de s, x et y deux nceuds.

Début
X 4 {s}

pour tout x = X faire
accessible(x) i« faux;
pred(x) < nil,

fin pour;

marqu é(s) +<— vrai;
tantque X ' # & et non accessible(p) faire

choisir x e X ;
X «— X - {x}

pour tout u = (x;y) = U faire
si non accessible(y) et f(u) < c(u) a | ors
X % X o {y}l
pred(y) < X;
accessible(y) “— vrai;
fin si;
fin pour;
pour tout u = (y;x) = U faire
si non accessible(y) et f(u) > 0 alor S
X = X o {y}h
pred(y) < X;
accessible(y) «— vrai;
fin si;
fin tant que;
Fin

ALGORITHME DE FORD-FULKERSON,
GRAPHE D' ECART

Comme pou la méthode précédente, on mart d’un flot compatible. Ensuite, on construit un
graphe d'écat a partir de e flot. Ce graphe d’ écat représente les modifications de flot
possibles sur chaque arc. Sur ce graphe, les noeuds ont exadement laméme signification que
dans le réseau de transport. Par contre, un arc indiquera de cmbien il est possble
d’ augmenter le flot entre deux nceuds. Ainsi, pou unarc u = (X;y), oncréera dans le graphe
d écart:

e Unarcdex ay de @padtéc’'((x;y)) = c(u) - f(u) s c(u) # f(u),

e unarcdey ax de @padtéc’ ((y;x)) =f(u) s f(u) # 0.
Ensuite, dans ce graphe d'écart, on cherchera un chemin de la source au puts. Si on rien
trouve pas, le probleme est résolu. Sinon, onaugmente le flot sur ce chemin, qu corresponc

en fait aune chaine si I’on se raméne ala premiére méthode. Le flot sera augmenté de la plus
petite cgpacité des arcs du chemin. Autrement dit, le chemin C sera aigmenté de:
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min{c’(u) | us C}

Exemple

Voici unréseau transport dans lequel circule unflot.

ol ) fixy)

(A,B,C,D,F,G) est unchemin pou aller de A aG. On peut augmenter le flot de:
e 2entreA et B,
e 3entreB et C,
e lentreCetD,
e dentreD et F,
e 2entreFetG.
On augmenteradorc leflot de 1 sur ce chemin, ce qui signifie:
e augmenter de 1 entre A et B,

e réduiredel entreCet B,
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e augmenter de LentreC et D,
o augmenter de Lentre D et F,

o augmenter de 1L entre F et G.

On remargue que le chemin (A,B,C,D,F,G) trouvé correspondit a la chaine aigmentante
(A,B,C,D,F,G).

Algorithme principal

Titre: FordFulkerson2

Entrées. R = (X;U;c) unréseau, s et p deux sommets.

Sorties: f() une fonctionindiquant le flot circulant atravers chaque arc.

Variables intermédiaires: G = (X;U’) un graphe, ¢ (une fonction indiquant la cpacité d'un
arc de G, a() ure fonction indiquant a quel arc de R correspond unarc de G, C un sous-
ensemble d’arcs, u unarc, m unrédl.

Début
pour tout arc u = U faire f(u) «— 0
construire le graphe d ' écart G;
tant que 4 unchemin Centresetp = G faire
m 4— +00;
pour tout u = Cfairesic "(u)<malorsm «— ¢’ (u);
pour tout u = C faire
si a(u) est direct alors f(a(u)) «— f(a(u)) + m;
sinon f(a(u)) i« f(a(u)) - m;

fin pour;
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construire le graphe d ' écart G;
fin tant que;

Fin

Construction du graphe d’ écart

Pour construire le graphe d’ écart G, il suffit de parcourir tous les arcs du réseau R et de créer
pour chacun un ou @ux arcs dans G selon la méthode expli quée précédemment.

Algorithme

Titre: ConstruireGrapheEcart

Entrées: R = (X;U;c) unréseau, f() le flot courant sur R.

Sorties: G = (X;U’) le graphe d écart, ¢’ () une fonctionindiquant la cgacité dunarc de G, a
() urefonctionindiquant aquel arc de R correspond unarc de G.

Variables intermédiaires: u unarc, x et y deux nceuds, m unréel.

Début
pour tout u = (X;y) = U faire
si f(u) > 0 alors
U <« U v {(yx}h
c ((yx) <« f(u);
a((y;x)) “ U
fin si;

si f(u) < c(u) alors
U <« U w {( xy)k
c'((xy)) « c(u) - f(u);
a((x;y)) “ U
fin si;

fin pour;

Fin

Rederche d’' un chemin

Pour rechercher un chemin entre set p, il suffit de parcourir le graphe dans le sens des arcs et
de marquer les noeuds que I’on visite. On ne visitera pas deux fois un méme noeud. Pour
eff ectuer ce parcours, ondispose d’ un ensemble X’ des noeuds restant a visiter. Au départ il
n'y aque s. Ensuite, & chaque itération, on pend un neud dans X', onle marque pour éviter
de le visiter a nouveau, onl’enléve de X’ et on met ses succeseurs dans X', seulement s'ils
ne sont pas dé§ja marqués. On s arréte quand onavisité p.

Algorithme

Titre: RechercherChemin

Entrées. R = (X;U;c) unréseau, s et p deux sommets, f() le flot courant.

Sorties: pred() une fonction indiquant par quel arc onarrive aun nceud donré apartir de s.
Variables intermédiaires. X’ un sous-ensemble de noeuds, aacessble() une fonction qu
indique s un naeud est accessible a partir de s.
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Début

X 4 {s}

pour tout X = X faire
accessible(x) « faux;
pred(x) ¢ nil,

fin pour;

accessible(s) «— vrai,

tantque X ' # & et non accessible(p) faire
choisir x = X

X — X - {x}

pour tout u = (x;y) = U faire
si non accessible(y) alors
X = X o {y}h

pred(y) ¢ Xx;
accessible(y) «— vrai,
fin si;
fin pour;
fin tant que;

Fin
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8. PROGRAMMATION LINEAIRE

PRESENTATION

La programmation linéaire est un ouil trés puissant de la recherche opérationrelle. C’est un
outil générique qui peut résoudre un gand nanbre de problemes. En effet, une fois un
probléme modélisé sous la forme d’ équations linéaires, des méthodes asaurent la résolution
du pobléme de maniére exacte. On dstingue dans la programmation linéaire, la
programmation linéaire en nanbres réels, pou lagquelle les variables des équations nt dans

IR et la programmation en nambres entiers, pou laquelle les variables ont dans IN. Bien
entendu, il est posshle d' avoir les deux en méme temps. Cependant, la résolution dun
probléme avec des variables entiéres est nettement plus compliquée qu un pobleme en
nombres réels.

Une des méthodes les plus connues pou résoudre des programmes linéaires en nambre réels
est la méthode du Simplex. En théorie, elle a une complexité non pdynomiale et est donc
supposée peu efficace. Cependant, en pratique, il Savére au contraire qu'il s'agit d'une
bonre méthock.

De plus, de nombreux logiciels intégrant cette méthode existent. Certains nt utilisés viaune
interface graphique dors que d autres permettent une cmmunication par fichiers ce qui
autorise I'u tilisation du programme de mardre cahée dans le développement d'un autre
logiciel.

Programme linéaire

La programmation linéaire permet la résolution dun programme linéaire. Un programme
linéaire est un systéme d’ équations ou dinéquations appel ées "contraintes’ qui sont linéaires
(c'est-a-dire que les variables ne sont pas élevées au carré, ne servent pas d’ exposant, ne sornt
pas multipliées entre elles...). Et a partir de a@es contraintes, on dat optimiser une fonction
également linéaire appel ée objectif.

Exemples

Contraintes linéaires:
5x1 - 2x2 + 4x3 =8
X, + 3x2 + 8x3 =25
9x1 + 6x2 - 3x3 =17

Contraintes nonlinéaires;

5x12 +2x, + 4x,= 8
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XX, +8X, = 25
Objedifs:
max: z =3X, - 2X,+ 8%, (signifie maximiser z)

min: z = -3x, + X, (signifie minimiser 2)

Forme canonique

Pour résoudre un grogramme linéaire de maniere automatique, il faut qu'il ait une certaine
forme que I’on appelle "canonque’. Dans ce urs, ona dois laforme canonque suivante:
un pogramme linéaire n'a que des contraintes d'infériorité et I’on tente de maximiser la
fonction oljedif. De plustoutes les variables nt positives.

Exemple
Le programme linéaire suivant est sous forme canorique.
max: z = 3X, - 2X, + 8X,

sous:
SX, - 2X, +4x,= 8
X, + 3%, +8x,= 25
9x, +6x, - 3x,= 17

X, % %20

Transformations

Tout programme linéaire quelconque peut étre ramené a une forme cnornique. Voici
quel ques exemples de transformations possbles.

S ure variable x, est négative, on la remplace par une variable positive X" =-x,. Par
exemple:

max: z =3x, - 2X, + 8X, max: z =3x, - 2X, - 8%,
Sous: Sous:

5x - 2X, +4x,= 8 _ 5x - 2x,-4x =8

X, + 3%, +8x,= 25 X, +3x,-8x, <25
9x, +6x,-3x,= 17 Ox, +6x,+3x; =17
X, X, =z0etx,=0 X, X%, X' =0

S une variable n'a pas de ontrainte de signe, onlaremplace par deux variables positives '’
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etx,” tellesquex, =x" - X" . Par exemple:

max:z:3x1-2x2+8x3 max:z:3x1-2x2+8x3’ -8x3”
SOus: SOus:

SX - 2X, +4X,= 8 _ 5X - 2%, +4x/ -4x.) =8

X, +3X,+8x,= 25 X, +3x,+8x, -8x.” =25
9x, +6x,-3x,= 17 Ox, +6x,-3x, +3x,” =17
xl,xzzo xl,xz,x3’,x3”20

Si le programme linéaire a une contrainte de supériorité, on la remplace par une contrainte
d’infériorité en inversant le signe des constantes. Par exemple:

max: z =3x, - 2X, + 8X, max: z =3x,- 2X, + 8X,
Sous: Sous:

SX - 2X, +4X,= 8 ., DX -2X,+4X,=8

X, +3X,+8x,= 25 X, +3X,+8x,= 25
9x, +6x,-3x,= 17 -9X, - 6X, +3x, = -17
X X%, %20 X X%, %20

Si le programme linéaire a une @ntrainte d’égalité, on la remplace par deux contraintes
équivalentes, I’une d’infériorité, I’ autre de supériorité. Les variables du programme doivent
satisfaire ces deux contraintes, cequi revient alors al’ égalité de départ. Par exemple:

max: z = 3X -2x2+8x
max: z =3X, - 2X, + 8X, 1 3
DU S0US:

- SX, - 2X, +4X,= 8
5x, - 2x, +4x, < 8 !
X1+3X2+8X3§__25 = X, +3%x+8x,<25
17RO S Ox +6x, - 3x, < 17
9x1+6x2-3x3:17

9x1+6x2-3x3217
X3 X%, %20 -0
X0 %, %=
max:z:3xl-2x2+8x3

SOus;

5x1-2x2+4x31-'-8
= X, +3X, +8x,2 25

9xl+6x2-3x31-217

-9xl-6x2+3x31-:-17

&,@,@30

Applicaion
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Une entreprise fabrique 2 produts X et Y. Pour sa conception, chague produit fini nécesdte 3
produts intermédiaires A, B et C. Pour fabriquer un produt X, onabesoin de 2 produts A,
de 2 produts B et de 1 produt C. De méme, pou fabriquer un podut Y, onabesoin de 3
produits A, de 1 produt B et de 3 produits C. En oure, |’ entreprise dispose d’ une quantité
limitée de produts A, B et C. Elle a180 produts A, 120 produts B et 150 produts C.
Sachant que le prix derevient de X est 3 francs et que celui de Y est de 4 francs, combien de
produts X et Y faut-il fabriquer pour maximiser le profit ?

On modélise e probléme par un rogramme linéaire. Soit X et y les quantités de produits X
et Y fabriqueés.

La quantité totale de produits A utilisée est 2x + 3y. Cette quantité ne doit pas dépasser 180,
d’ ou la premiére contrainte.

2x+ 3y = 180
De méme, pou les produts B et C, on oltient:

2x+y =120
X+ 3y= 150

Bien entendu, les quantités x et y sont positives.
x,y=z0

Enfin, ontente de maximiser le profit qui est le total des bénéfices aur la vente des produits X
plus celui des produtsY.

max: 3X + 4y
Le programme linéaire est donc le suivant.
max: z =3x + 4y
sous:
2x+ 3y = 180 (A)
2x+y =120 (B)

X +3y = 150 ©
x,y=0

REPRESENTATION GRAPHIQUE

On peut représenter le probléme dans un espace a deux dmensions.
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Les lutions admissbles sont représentées par la zone grisée (ab,c,de). Ce sont les
solutions qui satisfont les contraintes. Considérons maintenant la fonction z =3x + 4y. Pour
z =120, onaune droite D1, 3x + 4y =120, qu représente les lutions pou lesquelles le
profit vaut 120. Si z =180, on a une autre droite D2, 3x + 4y =180, qu représente les
solutions pour lesquelles le profit vaut 180. On remarque que D2 est paralléle a D1 et on
S apercoit facilement qu en déplacant la droite vers le haut on augmente le profit z. Donc
pou résoudre graphiquement le probléme, onvafaire "glisser" la droite vers le haut jusqu' a
cequ ele at un minimum de points communs avec la surface grisée. Le point restant ici est
d. Il représente la solution pou laguell e le profit est maximum. En effet, s on grend unprofit
plus important, représenté par exemple par D4, on s apercoit que toutes les lutions ont en
dehors de la surface grisée. Donc la solution du pobléme est de produire 45 produits X et 3C
produtsY pou obtenir le profit maximum de z =3x + 4y = 255francs.

5de8



Informatique / Recherche operationrelle / Programmation lineaire (French)
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LA METHODE DU SIMPLEX

Globalement, la méthode du Simplex va se déplacer le long ce la forme (a,bc,de), de
sommet en sommet jusqu' a trouver le meilleur point. Pour essayer de mieux comprendre
comment fonctionre aette méthode, considérons le probleme de production précédent. Dans
un gremier temps, les contraintes ont ramenées a des égalités en introdusant de nouvell es
variables de la maniére suivante.

max: z =3x + 4y

sous:
2x+3y=180-u (A)
2x+y=120-v (B)
X +3y=150-w ©
X,y,u,vwz=0

Ensuite, on va se place sur le point a =(0;0) qu est une solution admissble du probléme.
Dans un cas plus général, il faut noter que trouver une solution admissble pour démarrer la
méthode du Smplex n’est pas forcément évident. On aalors:

u=180
v=120
w = 15C

0
0

< X

En regardant z =3x + 4y, ons apercoit que la moindre augmentation ce X ou de y augmente
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le profit z. Donc on va augmenter I’une des deux variables au maximum. Par exemple,
prenors y et utilisons les contraintes pou exprimer y en fonction de toutes les autres
variables.

y=60-1/3u-2/3x y=60 (A)
y = 120- v - 2x y=12C (B)
y=50-1/3w-1/3x y<50 (C)

Comme toutes les variables sont positives, on peut en déduire, a partir de chaque contrainte,
une borne maximum pou y (cf. ci-desaus). y dait satisfaire les 3 contraintes. Ici la plus
grande valeur de y possble est 50. A I’aide de la contrainte C, onremarque que x dait rester
a0 et que w est forcé a0. Maintenant, les variables nulles snt x et w. Quant aux autres
variables, on s arrange pou les exprimer uniguement avec x et w de maniére a obtenir leur
valeur. On fait de méme pour le profit z.

y =50- 1/3x - 1/3w =50 (O
u=180-2x-3y=30-x+w =30 (A)
v=120-2x-y=70-53x+1/3w =70 (B)
X =0

w =0

z =3x+ 4y =200+ 5/3x - 4/3w =20C

On setrouve dorc au paoint b = (x;y) = (0;50) avec un profit z =200.

Maintenant, on reprend le méme raisonrement que pou le point a =(0;0). Le profit est
exprimé par z =200 + 5/3x - 4/3w. En augmentant x, on augmente le profit. On regarde de
combien on peut augmenter Xx.

x=30-u+w x=30 (A)
x=3/5(70-v+1/3w)=42-3/5v+1/5v x=42 (B)
x=3(50-y- 1/3w) =150- 3y -w x=15C (C)

Ici, onprendra x = 30, la valeur maximum qu'il peut atteindre. Les variables qui sont null es
sont u et w d aprésla contrainte A. On calcule les nouwelles valeurs des autres variables.

x=30-u+w =30 (A)
v=70-5/3(30-u+w)+ 1/3w =20+ 5/3u- 4/3w =20 (B)
y=50-1/3(30-u+w)-1/3w =40+ 1/3u- 2/3w =40 (O)
u =0

w =

z=200+5/3 (30-u+w)-4/3w =250-5/3u+1/3w =25C
On setrouve dorc au point ¢ =(x;y) = (30;40) avec un pofit z =250,
On recommence encore une fois le méme raisonrement. Le profit est exprimeé par z =250 -
5/3u + 1/3w. En augmentant w, on augmente le profit. On regarde de combien on peut

augmenter w.

w=-30+Xx+u wz=-30 (A)
w=3/4(20+5/3u-v)=15+5/4u-3/4v w=15 (B)
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w=3/2(40-y+1/3u)=60-32y+1/2u w=60 (C)

Ici, on pendraw = 15, la valeur maximum qu'il peut atteindre. Les variables qui sont null es
sont u et v d' apres la contrainte B. On calcule les nouvelles valeurs des autres variables.

w = 15+ 5/4u - 3/4v =15 (B)
x =30-u+ (15+ 5/4u- 3/4v) =45+ 1/4u - 3/4v =45 (A)
y =40+ 1/3u- 2/3(15+ 5/4u- 3/4v) = 30- 1/2u + 1/2v =30 (O
u =0
% =0

z =250- 5/3u+ 1/3 (15+ 5/4u - 3/4v) = 255- 5/4u- 1/4v = 25E
On setrouve dorc au point d = (x;y) = (45;30) avec un grofit z =255

On reprend encore une fois le méme raisonnement. Le profit est exprimé par z =255- 5/4u -
1/4v. Ni u, ni v ne permettent d’ augmenter le profit z. Celasignifie que |’ on a obtenu le profit
maximum. La solution recherchée est aors représentée par d le point courant. On abouit
bien ala méme conclusion qie par lareprésentation gaphique. Il faut produre 45 produts X
et 30 produtsY pou obtenir un grofit maximum de 255francs.
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